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§ 1. Введение 

Пусть D —- конечная или бесконечная область с границей Г, являю­
щейся совокупностью простых замкнутых контуров ограниченного вра-

т 
щения без точек заострения: Г = U 1\, контур Г0 охватывает все осталь-

ные контуры Гг, он может и отсутствовать, тогда область D бесконечна. 
Двумерные задачи Дирихле и Неймана для уравнения Лапласа в обла­
стях с нерегулярной границей довольно хорошо изучены [1]—[3]. За­
дача Дирихле безусловно и однозначно разрешима в классе гармони­
ческих в D и непрерывных в D функций, если заданные граничные зна­
чения искомой функции непрерывны. Задача Неймана однозначно с 
точностью до произвольной аддитивной постоянной разрешима в клас­
се гармонических в D функций, имеющих на границе заданный краевой 
поток, который является регулярной счетно-аддитивной фулкцией мно­
жеств на Г, если этот поток по всему контуру Г равен нулю [2]—[3]. 

С другой стороны [4], решения эллиптических краевых задач, в ча­
стности, для уравнения Лапласа, в областях с угловыми точками могут 
иметь производные, обладающие степенными особенностями в угловой 
точке, даже если заданные граничные условия достаточно гладкие. Упо­
мянутые производные, вернее коэффициенты при степенной особенно­
сти, часто представляют основной интерес для приложений, в частности, 
для теории упругости (см., например, [5], [6]). 

Эффективным методом решения краевых задач является сведение 
их к граничным интегральным уравнениям и затем численное решение 
последних. При этом в зависимости от интегрального представления ре­
шения исходной задачи плотность уравнения может быть порядка са­
мого решения (т. е. ограничена), либо порядка производных решения 
(т. е. имеет степенную особенность) в окрестности угловой точки. В пер­
вом случае довольно трудно с достаточной точностью получить коэффи­
циент при растущих производных. Во втором—для эффективного ре­
шения интегрального уравнения и получения коэффициента при особен­
ности необходимо явным образом выделять сингулярный характер ис­
комой плотности в угловых точках контура, чему препятствует недо­
статочная изученность самого уравнения и, следовательно, гладкости 
его решения. Поэтому, насколько известно автору, второй способ для 
задач в областях с нерегулярной границей должным образом не при­
менялся. 

В данной работе решение задачи Дирихле ищется в виде нетради­
ционного интегрального представления через угловой потенциал, а за-
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дачи с косой производной — в виде обобщенного логарифмического по­
тенциала. Это позволяет свести обе задачи к одному интегральному 
уравнению по контуру Г с плотностью порядка производных решения 
исходной задачи, ядро уравнения при этом имеет сильные стационарные 
особенности в угловых точках. Такого рода уравнения рассматривались 
в [7], [8]. Далее выписывается формула для радиуса Фредгольма полу­
ченного уравнения и исследуется его разрешимость и единственность в 
случае конечной или бесконечной многосвязной области D. Для случая, 
когда уравнение лежит на спектре, вводится возмущающий оператор, 
снимающий уравнения со спектра и приводящий к уравнению, решение 
которого совпадает с одним из решений исходного. Изучаются ^пек-
тральные свойства возмущенного уравнения и предлагается возмущаю­
щий оператор некоторого частного вида, приводящий к уравнению, ре­
шение которого разложимо в сходящийся ряд Неймана при любой пра­
вой части. 

§ 2. Сведение к интегральному уравнению 

Пусть s—длина дуги контура Г, ориентированного так, чтобы при 
обходе в положительном направлении область D оставалась слева. Рас­
сматривается задача Дирихле u\T = f1(s)£Wr

i(T) и задача с косой про-
= f2(s)GL r(r), 1<г<<оо, причем в точках гладкости Г 

г 
изводнои 

31 
единичный вектор / составляет постоянный угол, отличный от нуля и 
2я, с касательной к контуру. Пусть z=x+iy — комплексная координа­
та точки плоскости, t=t(s) — комплексная координата точки контура Г, 
k(s) = — =ег'ф(8), ф — угол между касательной к контуру и осью Ох, 

ds 
ki(s)=—z§-— =&(s))P, p—комплексная константа, | р | = 1, I m p < 0 . 

dl (s) | г 

В дальнейшем не будут различаться функции от аргументов t и s, т. е. 
f{t)=f(t(s))=f(s). 

Решение задачи Дирихле ищется в виде 

и [X, у) = Re Г 
т 

Ф (zx) 4- 2 
ч-

t=l x 

<bi \+Л0, (2.1) 

решение задачи с косой производной — в виде 

u(x,y) = Re\-^\j($)(z1)dz1 \+C. (2.2) 
z° 

Здесь z0—произвольная фиксированная точка в D; au i=l, . . . , т,— 
произвольные фиксированные точки внутри контуров Г*; Aiy i=0y . . . 
, . ., т,— действительные постоянные, способ определения которых будет 
указан в § 4, С — произвольная постоянная. 

Аналитическую функцию Ф(г) будем искать в классах Смирнова Ер, 
р > 1 , [3] и потребуем, чтобы Ф(оо) =0, ' если область D включает точку 
2=оо. Тогда после подстановки в граничные условия (и дифференци­
рования их по 5 в задаче Дирихле) получаем для Ф(г) задачу Рима-
на — Гильберта 

Re[k(t)<D+(t)]=f(t), /6Г, f(f)6LP, Кг, (2.3) 
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где f (t) = -^-^ Re у — для задачи Дирихле и f(t) =f2{t) для 
ds f-' t (s) — af 

задачи с косой производной. Любое решение задачи (2.3) в Ер при р > 1 
порождает по формулам (2.1) —(2.2) решение исходных задач в классе 
udC2(D)f]C(D) (при надлежащем подборе констант А{ в задаче Дирих­
ле), если получаемая при этом функция и однозначна, а также ограни­
чена на бесконечности для бесконечной области D. Поскольку решения 
исходных задач Дирихле и Неймана (как частный случай задачи с ко­
сой производной) заведомо существуют для описываемых граничных ус­
ловий [2], [3], а выбор их в виде (2.1) — (2.2) может только сузить 
класс допустимых в качестве решения функций, то для того, чтобы не 
пропустить решения, будем рассматривать Ф(г)£Ер с возможно мень­
шим р > 1 . 

Решение задачи (2.3), в свою очередь, ищется в виде 

<D(z) = - ^ f J i M ^ . (2.4) 
ш J t (s) — z 

г 
Здесь действительная функция | i6Lp(r), 1 < р < ° о , тогда (b(z)£Ev(D). 

Если подставить (2.4) в (2.2), то получаем представление решения 
задачи с косой производной, практически совпадающее с обобщенным 
логарифмическим потенциалом, введенным С. А. Габовым [9], и с обыч­
ным потенциалом простого слоя, если р = —i, и задача с косой произ­
водной переходит в задачу Неймана. Подстановка (2.4) в (2.1) показы­
вает, что (2.1), (2.4) —по сути дела интегральное представление реше­
ния задачи Дирихле с плотностью \х и ядром, являющимся интегралом 
по контуру от потенциала двойного слоя, т. е. просто углом, под которым 
виден пройденный отрезок пути интегрирования из точки (х, у), с добав­
кой некоторых логарифмических членов (в случае многосвязной обла­
сти) и аддитивной константы. Это представление можно также выразить 
через угловой потенциал, используемый в [9] для односвязных обла­
стей с гладкой границей. В [10] исследована гладкость углового потен­
циала в области, ограниченной кривой ограниченного вращения. 

Подставляя (2.4) в (2.3), приходим к интегральному уравнению от­
носительно \i(s) (K=l): 

(I-bK)lVL=f, 

№ (s0) = _ J - f ц (s) Im [ 4 4 - 1 ds, ц (£) б Lp, t = t (s\ t0 = t (s0). (2.5) 
г 

Сопряженным к (2.5) будет уравнение 

\К\) (s0) = -L f v (s) Im [ - А Ю ds, v (s) б Lq (Г), q = - * - . (2.6) 
г 

При X—l уравнение (2.5) совпадает с уравнением, соответствующим 
задаче Неймана для области Z), а при Х=—1 —для области, внешней 
по отношению к Z), если искать ее решение в виде потенциала простого 
слоя с плотностью \i{s). Уравнение (2.6) при А,= —1 совпадает с урав­
нением, соответствующим задаче Дирихле для области D, а при К=1 — 
для области, внешней по отношению к D, если искать ее решение в виде 
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потенциала двойного слоя с плотностью v(s). Отметим, что в нашей 
постановке как для конечных, так и для бесконечных областей Х=17 
однако функция k(s) в случае односвязной области при переходе к 
внешней задаче меняет знак, так как меняется направление положи­
тельного обхода. 

Ядра уравнений (2.5), (2.6) ограничены, если s=^s0, а на диагонали 
в точках ляпуновской гладкости имеют не более чем интегрируемую 
особенность. Когда s и s0 стремятся к одной угловой точке с разных 
сторон, ядро имеет сильную особенность. Уравнения такого типа рас­
сматривались Я. Б. Лопатинским [7] в пространстве Li(T) со степен­
ным весом на простом замкнутом кусочно-гладком контуре и В. Ю. Ше­
леповым [8] в пространствах Lp, 1</?<оо, на простом контуре ограни­
ченного вращения без точек заострения. В этих работах получены фор­
мулы для индекса уравнения, которые, как легко видеть из рассужде­
ний [7], остаются верными и для конечной совокупности простых зам­
кнутых не пересекающихся контуров ограниченного вращения. 

В [8] также приведен радиус Фредгольма оператора К* в простран­
стве Lq(T)y 1 < ^ < о о , и он равен Q*(#)=min- s in — . Минимум 

k sin (| я — со£ \lq) 

берется по всем угловым точкам, <ofe — величина внутреннего угла. 
В [2] исследовано уравнение (2.5), в котором \ids заменено на dM, в 
пространстве функций М, являющихся абсолютно аддитивными функ­
циями множеств на Г, и уравнение (2.6) — в пространстве непрерывных 
функций, на простом контуре ограниченного вращения без точек за­
острения. Радиус Фредгольма операторов К и К\ соответственно, в этих 
пространствах равен Q(oo) = min > Q*{q). Поскольку в дан-

k | я — со̂  | 
ных пространствах при |A|<CQ*(<7)> 1 < ^ < о о , исследуемые уравнения 
фредгольмовы, а пространства ЬР(Г) включаются в первое множество* 
и включают второе, то спектр и собственные функции оператора (2.5) 
в пространстве Lp, 1< /?<оо , и оператора (2.6) в пространстве Lqy 

1 « 7 < о о , в областях \1\ <Q(p) = Q*(—— \ и \X\<Q'(q), соответ­
ственно, совпадают с теми, что получены в [2]. Далее обычным обра­
зом, как и для уравнений на гладком контуре [11], [6], доказываются 
все остальные свойства уравнений (2.5), (2.6) и это непосредственно 
переносится на многосвязные области. Результаты можно сформулиро­
вать в следующем виде. 

Т е о р е м а 1. При \ XI < min sinfr ( l - l /p)] уравнение (2.5) 
k sin[ | t t — (ok\ (1 — 1/p)] 

в пространстве LPi 1</?<оо, фредгольмово, полюсы резольвенты этого 
уравнения — действительные, простые и отсутствуют в интервале 
— 1<Я<1. Если контур Г0 имеется (oo$D), то Х=1 является полюсом 
резольвенты в любом случае, а Я = — 1—в случае, когда область не 
односвязна ( т > 0 ) . Если контур отсутствует (oo£Z)), то Х=\ не явля­
ется полюсом резольвенты, а Я=—1 — полюс. 

З а м е ч а н и е 1. Из теоремы 1 можно, в частности, усмотреть полу­
ченный в [8] результат:, уравнение (2.5) при 1 = 1 фредгольмово в про­

странствах LP ( r ) , 1<Ср<:р0= 1 + 1/max | 1 — щ/п\, максимум берется 
k 

по всем угловым точкам. Поскольку для контуров без точек заострении. 
0<соА<2я, то уравнение (2.5) при Х=1 фредгольмово в L2(T). 
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С помощью непосредственной подстановки легко убедиться, что 
v0(s) = l —решение однородного уравнения (2.6) в случае, когда име­
ется контур Го и Я = 1 . Выпишем также решение однородного уравнения 
(2.5) для этого случая. 

Пусть. г=со(I) —конформное отображение круга | £ | < 1 на внеш­
ность контура Го такое, что со(0)=оо. При этом контур Г0 переходит в 
контур L. Тогда решение однородного уравнения (2.5) дается выраже­
нием 

fc<U-{T 'fir „о <"> 
* Со) = ~ Г In iiTk (/)](—1- - Ц dx, t = со (т), т0 = со"1 (/0). 

ш J [ т — т0 2т J 

Здесь считается, что в угловых точках модуль скачка | arg k+—arg k~\ <C 
<Ся, и в качестве 1гф'т&(^)] берется какая-нибудь ветвь, которая будет 
при этом условии однозначной на контуре L. Это выражение получено 
формальным использованием методов [1] для гладких контуров при 
решении однородной задачи Римана — Гильберта во внешности конту­
ра Г0. Выражение (2.7) является предельным значением голоморфной 
снаружи Г0 функции 
У (г) = /со"1 (г) **<*>, г|) (г) = — [ In [ixk (t)] ( l- —) d%, (2.8) 

m J 1 т — со"1 (г) 2т J 

умноженным на k(t0). Отсюда следует, что кусочно-голоморфная функ­
ция Ф(^), порождаемая по формуле (2.4) с плотностью |i0(s), равна 
нулю внутри Г0 и, значит, является решением однородной задачи (2.3), 
а функция \x0{s) —решение однородного уравнения (2.5) при .Я=1. 
Непосредственная проверка показывает, что \x0(s) —действительная 
функция. Необходимо еще, чтобы iio(s)£Lp(To). Этот результат следует 
из пп. 19.2—19.8 [3]. Итак, (2.7) действительно представляет решение 
однородного уравнения (2.5) при К=\ в пространствах Lp, l < p < / V 
Применение результатов [2], [3] позволяет обобщить методы [11] и 
показать, что других решений однородные уравнения (2.5), (2.6) при 
Х=1 в пространствах LP(T), 1 < р < р 0 ; ^ Л П , ———<#<оо, соответ-

Ро — 1 
ственно, не имеют (в [3], например, это утверждение доказано для 
случая односвязной области D). Имеет место 

Т е о р е м а 2. Если контур Г0 имеется, то в пространствах L-Pt 
1 < р < р 0 , однородное уравнение (2.5) при Я—1 имеет единственное не­
тривиальное решение (2.7), которое по формуле (2.4) порождает лишь 
нулевую функцию Ф(г) внутри Г0, а соответствующее неоднородное 
уравнение разрешимо, если выполнено условие 

J/(s)ds = 0. (2.9) 
г 

§ 3. Возмущение уравнения, лежащего на спектре 

Теорема 1 позволяет решать уравнение (2.5) при %= 1 путем разло­
жения резольвенты в ряд Неймана, что является более предпочтитель­
ным по сравнению с методами, требующими сведения исходного интег­
рального уравнения к системе линейных алгебраических уравнений и 
последующего решения этой системы каким-либо общим методом, не 
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учитывающим ее связь с интегральным уравнением и спектральными 
свойствами последнего. Пусть контур Г0 отсутствует, т. е. область D — 
бесконечная, в этом случае Х=1 не является полюсом, а Х=—1 — про­
стой полюс резольвенты уравнения (2.5). Тогда при 7^=1 ряд Неймана, 
вообще говоря, не будет сходиться, однако будет сходиться ряд, полу­
ченный разложением по степеням % резольвенты, умноженной на функ­
цию (А,+ 1) [11] (см. также [6]), отсюда 

и | + 2 ^ ' \h = V +K)j> Vi = K\H-u i = 1,2,"... . (3.1) 

Пусть теперь контур Г0 имеется, т. е. область D ограничена. Резоль­
вента уравнения (2.5) имеет полюс при %=1, а если область D — неод-
носвязна, то также при Х= — 1. Если условие разрешимости (2.9) урав­
нения (2.5) при Х=1 выполнено, то его решение можно было бы, как 
описано в [11], представить в виде обычного ряда Неймана для одно-
связной области или его модификации (3.1) для неодносвязной. Однако 
решение уравнения (2.5) в этом случае является неустойчивым по от­
ношению к малым изменениям правой части, нарушающим условие 
(2.9), которые всегда возможны при численном счете. 

Рассмотрим линейное операторное уравнение 

Ах=уу (3.2) 

где х, у — элементы банаховых пространств В4 и В2у соответственно, 
А — линейный ограниченный оператор из В± в Вг. Сопряженным к 
(3.2) будет уравнение 

А*х*=у\ (3.3) 

где х*, у*—элементы сопряженных пространств В2* и БД соответствен­
но, А* — сопряженный к А оператор. Имеет место обобщенная лемма 
Шмидта. 

Л е м м а 1. Пусть (3.2) —обобщенное уравнение Фредгольма, хи 
xf, i= 1, . . . , я,— все линейно независимые решения однородных урав­
нений (3.2) и (3.3), соответственно. Тогда уравнение 

п 
(А-Адх = у, Лхх = 2 ^сра*), (3.4) 

однозначно и безусловно разрешимо. Здесь ср* и if* — произвольные эле­
менты, соответственно, ВС и В2 такие, что 

det[*,*(^)]=H=0, detfa, (*,)]¥= О, i, / = l , . . . , п. (3.5) 
Если выполнены условия разрешимости уравнения (3.2) х*(у)=0, то 
решение х уравнения (3.4) является одним из решений (3.2) таким, что 
фх(* )=0 , 1 = 1 , . . . , п. 

В несколько других терминах эта лемма доказана в [12] (см. также 
[13]). Она позволяет снять уравнение (3.2) со спектра при наличии до­
вольно малой информации о решениях однородных уравнений (3.2) и 
(3.3), достаточной лишь для проверки условий (3.5). Однако не ясно, 
как при этом изменяются спектральные свойства уравнения, если А — 
оператор из В в В и записан в виде Л = /—Ы0, поэтому затруднительно 
сделать выводы о решении полученного уравнения с помощью метода 
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последовательных приближений. Перепишем уравнение (3.2) для этого 
случая в виде 

(/—КА0)х=у, • (3.6) 
;а уравнение (3.4) в виде 

[I-K(A0 + A0i)]x=yy (3.7) 
п 

и пусть снова AQix=^ а|зг<рг(х). Введем обозначения R%, RKi для резоль* 

вент, соответственно, уравнений (3.6) и (3.7), т. е. RK(I—'kAo)=I и 
<Ru[I—h(A0 + A0i)]=I. Выразим Ru через RK. Для этого подействуем 
оператором RK на уравнение (3.7) и в результате получим 

Х~Х2 ( а д Ф / ( * ) = Д ^ . (3-8) 

Подействуем теперь на уравнение (3.8) функционалами фг-, в результате 
чего будем иметь систему линейных алгебраических уравнений для 
определения постоянных q)i(x): 

2 1 б ^ - ^ ( ^ / ) ] т / И = ф д а д , * = i,...>пч (3.9) 

где 6tj — символ Кронекера. Пусть Д = det [6*—Яф* (/?*%)] — определи­
тель, d# — алгебраические дополнения матрицы этой системы. Решая 
(3.9) и подставляя выражения для %(х) в (3.8), получаем, что 

х = R^y = Rxy + ~ - ^ (Я**/) S d</ (*) Ф* (ЗД- (3- Ю) 

Отсюда видно, что множество полюсов резольвенты оператора Л0 + Л01 
принадлежит объединению полюсов резольвенты оператора А0 и нулей 
определителя А (Я). Используя лемму 1 или непосредственно исследуя 
представление (ЗЛО) с учетом разложения резольвенты в окрестности 
полюса [14], получаем, что имеет место 

Л е м м а 2. Множество полюсов резольвенты оператора A0 + AOi со-
стоит из полюсов резольвенты оператора Л0 и нулей функции А(Х) = 
— det[6tj—X%{RK^J)]. Причем если А,=Я0—полюс резольвенты Rk и 

det [х* (яр/)1 ^ 0, det [ф, (*/)] Ф 0, i, / - 1, . . . , /г, 

где хи х*, г = 1 , . . . , я,— все решения однородного уравнения (3.6) я, 
соответственно, ему сопряженного при Я=Я0, то Я=Я0—регулярная 
точка резольвенты Ru уравнения (3.7). 

Попытаемся теперь выбрать элементы фг-, -фг так, чтобы резольвента 
RKi была регулярной в точке Х=Х0, где резольвента RK имеет полюс, и, 
с другой стороны, не приобретала дополнительных по сравнению с R*, 
особых точек в конечной части Я-плоскости. 

Л е м м а 3. Пусть Я0 — простой полюс резольвенты Rx уравнения 
(3.6). Если Ц)г = х{\ Xt*^) = 8ij или ^j = xj9 фг(^) = — — 6«, U / = 1, • • • 

. . ., я, где хи х*, i, / = 1, . . ., /г,— все решения ^однородного уравнения 
(3.6) и е.ш/ сопряженного, соответственно, при lk = X0, то особые точки ре­
зольвенты Rkl уравнения (3.7) совпадают с особыми точками резольвен­
ты RK уравнения (3.6) за исключением точки К = Х0, где резольвента Rh 
регулярна. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть, к примеру, %=-х*, тогда А(Х) 
= det [бу—А,*,* (/?*%)]. При достаточно малых \Х\ 

оо 

S^V*(i|J/) = fi-А.)"1 *;(*,). 
/г=о 

Аналитически продолжая эту функцию на всю комплексную плоскость 
Я, получаем, что А (К) = det б,:/ Мп 

AQ '— А-
7 < » / ) Если х(* (rfij) = бу, ТО 

Д<Я,) = и, таким образом, Д (Я) в конечной части Я-плоскости ну-
лей не имеет. 

Докажем, что det[(pi(xj)] = det[xi"(xj)]^0. Действительно, 

А (А,) = det 6V - Щ 2 о*/** (* - о̂Г1 + / (Ц 
k=l 

где /(X) —регулярная в точке Х0 функция. Тогда 

Д(Я) = (— Л,)П(Ь — ^ " " d e t J Я*/*,* (Х/г) 
Lfc=i 

+ 0 ( А , - ^ ) 1 

= ( - Х)п (X - Я0)-я det [akj] det [*J (**)] + 0 [(X - Я0)1"я], 
и если det !><*(**)]= О, то А (X) =0[ (X—Я0)1_п], чего быть не может, так-
как A(X)=XQ

n(Xo—Х)~п. Привлекая лемму 2, получаем искомый резуль­
тат. Аналогично доказывается утверждение леммы, когда ^pj = xJ9 

<Р<(**)= — ^0_ 1бг> 
З а м е ч а н и е 2. Для доказательства применимости метода последо­

вательных приближений часто вполне достаточно, чтобы все нули А (Я) 
были по модулю больше некоторого числа, скажем |ta|>|A,0 | . Для вы­
полнения этого неравенства, естественно, условия леммы 3 можно зна­
чительно ослабить. 

Вернемся к интегральному уравнению (2.5) при Я=1, соответствую­
щему ограниченной области Д т. е. при наличии контура Г0, и заменим 
это уравнение следующим: 

[ / - M t f + t f t ) ] ^ / , (3.11) 

(*ifx) (s0) - г|)х (s0) J фх (s) fx (s) ds, ^ 6 Lp (Г), Фх б I , (Г), 
г 

Если J ^i(s)ds=^0 и J q>i(s)\i0(s)ds=£0, где jm0(s) дается выражением 
г г 

(2.7), то выполнены условия леммы 1 и уравнение (3.11) является без­
условно и однозначно разрешимым при Х=\ и его решение совпадает с 
одним из решений уравнения (2.5)^ Например, можно взять i|j1(s)=E, 
ф4 (s) = 1, sGT, т. е. представить /С4 в виде 

(ад(*о) = Е j\u{s)ds, (3.12) 

где Е — постоянная, не равная нулю. Интегрируя (2.7) с учетом (2.8), 
получаем, что условие J cpi(s)\i0(s)ds^^0 для таким образом выбранной 

г 
функции <f*i(s) выполнено. Если, кроме того, в (3.12) взять Е = 
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j ds\ , то будут выполнены условия леммы 3 и характеристиче­
ские числа уравнения (3.11) будут теми же, что и уравнения (2.5), за 
исключением точки К= 1. Таким образом, доказана 

Т е о р е м а 3. Пусть контур Г0 имеется, тогда уравнение (3.11), где 

оператор К представлен в (2.5), (Ki\i)(s0) = — $ ii(s)dsl\- ds9. без-
г / г . 

условно и однозначно разрешимо в Ьр, \<р<р0, при Я= 1, и его решение 
совпадает с решением уравнения (2.5) при %=\ таким, что \ \i(s)ds = 

\ г 
= 0. Если область D односвязна, то все особые точки резольвенты урав­
нения (3.11) лежат в области |Х |>1 ; если область D неодносвязна, то 
точка К= —1 является простым полюсом резольвенты уравнения (3.11), 
остальные особые точки лежат в области \К\ > 1 . 

Отсюда сразу получаем, что решение уравнения (3.11) с указанным 
в теореме 3 оператором Ki при Х=1 представимо в виде обычного ряда 
Неймана для односвязной области и модифицированного ряда. (3.1) с 
заменой там К на' K+Ki для неодносвязной, и эти ряды будут устойчи­
во сходиться для любой правой части уравнения (2.5). Отметим еще, что 
для решения рассматриваемых краевых задач безразлично, какое из ре­
шений уравнения (2.5) (Я=1) будет получено, поскольку по теореме 2 
все они дадут одну и ту же функцию Ф (г). 

§ 4. Решения исходных задач 

Л е м м а 4. Пусть \x(s)—решение уравнения (2.5) при К=1 на кон-
m 

туреТ= U Гг (Г0 может отсутствовать), тогда 

\ \i (s) ds = — I / (s) ds, i = 1, . . . , m. 

Эта лемма доказывается путем интегрирования уравнения (2.5). 
Л е м м а 5. Пусть Ф (г) — функция, представленная выражением 

(2.4), где \i(s) —решение уравнения (2.5) при Х=\, Г — простой замк­
нутый контур в D, ориентированный против часовой стрелки, тогда 

\ Ф (г) dz = — 2 ,\ f (s) ̂ s> где суммирование ведется по всем контурам, 
Г ' Г, 

охватываемым Г. 
Действительно, прямое интегрирование дает J Ф (z) dz == 

f 
= — 2 ^ ) ^(s)ds, а использование леммы 4 приводит к нужному ре-

i Tt 

зультату. 
Т е о р е м а 4. Пусть D — связная область, граница которой Г = 
m 

=?= U Гг является совокупностью замкнутых кривых ограниченного вра-
щения. Тогда задача с косой производной для уравнения Лапласа 
^L = f2(5)6L r(r), \<r, где (X n )=const^0 , разрешима в классе функ-

ций, принадлежащих C2(D)(~}C(D), если j f2(s)ds = 0 на всех Гг-, и ее 
г,-
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решение дается выражением (2.2), (2.4), где \i(s) —решение уравнения 
(2.5) при Я=1. 

Действительно, любое решение (2.5) порождает по формулам (2.2)^ 
(2.4) решение задачи с косой производной, если получаемая по ним 
функция и является однозначной и ограниченной на бесконечности для 
бесконечной области D. Для выполнения этих условий необходимо и до­
статочно, чтобы 

Re - О (4.1) pj<D(z)dz 
. г 

для любого контура Г внутри D. С учетом леммы 5 получаем, что для 
удовлетворения этого условия необходимо и достаточно, чтобы 
) f2(s)ds = 0, i=\, . . . , m. Если Г0 отсутствует, то по теореме 1 уравне-

ние (2.5) разрешимо и теорема доказана. Если контур Г0 имеется, та 
для разрешимости уравнения (2.5) по теореме 2 необходимо еще, чтобы 
удовлетворялось условие (2.9), для выполнения которого требуется, что­
бы ^ f2(s)ds = 0. Теорема доказана. 

Го 
—> —> 

З а м е ч а н и е 3 . Е с л и 1 = пу т. е. р = —i, то условие (4.1) выполняет­
ся д л я любой функции f2(s), т а к как Re i j 0(z)dz]= — Imf f»(s)ds = 

r / 
= 0, а для разрешимости уравнения (2.5) в случае ограниченной области 
необходимо лишь выполнение условия (2.9). Поэтому условие (2.9) бу­
дет достаточным для разрешимости задачи Неймана и представимости 
ее в виде (2.2), (2.4) в ограниченной области, а в неограниченной об­
ласти она безусловно разрешима. 

Перейдем к задаче Дирихле. Представление (2.1) при фиксирован­
ных постоянных А{ будет однозначным, если fi(s)€Wr

i(T) для любых А$ 

Ф(г) + ^ — — \dz\ = 2 ( f(s)ds — 
i[ *-oz-fl'J j * i 

^ У Г df1 
. J ds ds = 0. Однако, если каким-либо произвольным обра-

зом зафиксировать постоянные Aif то представление (2.1), (2.4) даст ре­
шение лишь видоизмененной задачи Дирихле [1], т. е. задачи Дирихле с 
граничными условиями, совпадающими с заданными с точностью до по­
стоянных, своих для каждого контура. Для определения Ai9 дающих ре­
шение исходной задачи Дирихле, проделаем процедуру, близкую той, что 
используется в [1] при решении задачи Дирихле с помощью потенциала 
двойного слоя. Наложим следующие условия на функцию и(х, у), да­
ваемую выражениями (2.1), (2.4), где \i(s) —решение уравнения (2.5) 
приЯ=1: 

и(*.Ы, y(Si))=fi(Si), i=0, . . . , m. (4.2) 

Здесь Si — произвольные точки, соответственно, контуров Гг. Если контур 
Г0 отсутствует, то вместо условия (4.2) при i=0 добавляется условие 

тп 

2А = 0, (4.3> 

обеспечивающее ограниченность и на бесконечности. Если условиям 
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(4.2), (4.3) удастся удовлетворить при каком-либо наборе Аи то этот 
набор даст решение исходной задачи Дирихле. 

Условия (4.2) образуют систему линейных алгебраических уравне­
ний для определения А* 

?:A/ In /Л 
/ = 1 

t; — а, 
1 

z0 — af 
- R e J o 7 ( z ) d z \+Ао = Ш-

Zo 

и 
— Re J Ф0 (z) dz, i = 0, . . ., m. (4.4) 

Если контур Го отсутствует, то вместо условия (4.4) при i = 0 добавля­
ется условие (4.3). Здесь Ф,(г), / = 1 , . . . , /п,— функции, получаемые с 
помощью (2.4), если в качестве \х подставить туда решение уравнения 
(2.5) с правой частью Re——^—, а Ф;(г) порождается решением (2.5) 

t (s) — ai 
с правой частью Определитель полученной системы уравнений от-

личен от нуля, так как в противном случае существовали бы отличные 
от нуля постоянные Аи удовлетворяющие условиям (4.2), (4.3) при ну­
левой правой части системы (4.4), (4.3), в частности, когда решается 
задача Дирихле с нулевыми граничными условиями. Действительно, тог-
&а fi{ti) =0, - ^ - = 0, и если контур Г0 отсутствует, то уравнение (2.5V 

ds 
при к= 1 с нулевой правой частью имеет лишь тривиальное решение |LX0 = 
= 0 и, значит, Ф0(2)=0, а если Г0 имеется, то уравнение (2.5) имеет не­
тривиальное решение ji0, даваемое выражением (2.7), которое вследст­
вие теоремы 2 порождает лишь нулевую функцию Ф0(г). Таким обра­
зом, если определитель системы (4.4), (4.3) равен нулю, то удается по­
строить с помощью (2.1) отличное от нуля решение задачи Дирихле, так 
как по доказанному выше интеграл от функции Ф{г) в (2.1) для задачи 
Дирихле с непрерывными граничными условиями однозначен и не ра-

Adn функция 

неоднозначная. Но задача Дирихле с нулевыми граничными условиями 
не может иметь отличных от нуля решений в изучаемых нами областях. 
Таким образом, постоянные А{ определяются и вполне однозначно. 

При фактическом численном решении изложенным методом задачи 
Дирихле в многосвязной области необходимо сначала решить уравнение 
(2.5) (или (3.11) для ограниченной области) с /п+1 правой частью 

d*x(s) , R e — — — , / = 1 , . . . , m, получить по формуле (2.4) функции 
ds t (s) — a i 

ФД;г),/ = 0, . . . , m, затем найти постоянные Л,-из системы (4.4), (4.3), по-
т 

строить функцию Ф(г)=Ф0(г)— 2 ^ ф * ( 2 ) и> подставив это выражение 

в (2.1), найти окончательное решение. 
З а м е ч а н и е 4. Если область D односвязна, т. е. имеется лишь один 

контур Г0 или Г4, то нет необходимости определять постоянные А,. Дей­
ствительно, если область D ограничена, то единственную имеющуюся по­
стоянную Л0 можно взять в виде А0 = М*0), устремив одновременно точ­
ку z0 в (2.1) к точке U по пути, лежащему в D. Если область D неограни-
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чена, то для ограниченности решения на бесконечности необходимо, что­
бы Л4 = 0, а с постоянной Л0 можно поступить так же, как и в случае огра­
ниченной области. Таким образом, уравнение (2.5) или (3.11) необхо­
димо решить лишь для одной правой части. 

Итак, исходные краевые задачи удалось свести к интегральным урав­
нениям, решаемым методом последовательных приближений. 

На основании приведенных результатов можно далее исследовать 
гладкость решения полученных интегральных уравнений и показать, что 
оно представимо в виде произведения известной весовой функции, име­
ющей особенности в угловых точках, на неизвестную гладкую функцию, 
значения которой в угловых точках дадут искомые значения коэффици­
ентов при степенной особенности в производных решения исходных за­
дач. Подробное изложение этих положений выходит за рамки данной 
статьи и станет, видимо, предметом отдельной работы. 
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